
Теорема синусов. Решения

9 класс. 14 октября 2026 г. Практикум.

Нумерация соответствует листку условий. Повторы № 6 и 7 удалены. Сложные задачи: № 25–27.

№ 1 *

Пусть 𝐴𝐵𝐶 — прямоугольный треугольник, ∠𝐶 = 90∘, ∠𝐴 = 30∘, 𝐶𝐷 = 𝑎 — биссектриса, 𝐷 ∈ 𝐴𝐵.
Обозначим 𝐴𝐵 = 𝑥. Тогда 𝐴𝐶 =

√
3𝑥/2, ∠𝐴𝐶𝐷 = 45∘, ∠𝐴𝐷𝐶 = 105∘. По теореме синусов в 𝐴𝐶𝐷:

𝑎 =
𝐴𝐶 sin 30∘

sin 105∘
=

√
3𝑥

4 sin 105∘
. 𝑥 =

(3
√
2 +

√
6)𝑎

3
.

№ 2 *

Обозначим трапецию 𝐴𝐵𝐶𝐷, где 𝐴𝐵 — большее основание, 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 = 𝑎, ∠𝐷𝐴𝐵 = 30∘.
Высота равна 𝑎/2. Горизонтальная проекция диагонали 𝐵𝐷 равна средней линии 𝑏, поэтому
𝐵𝐷 =

√︀
𝑏2 + 𝑎2/4. Равнобокая трапеция вписана в окружность. По теореме синусов в 𝐴𝐵𝐷:

𝑅 =
𝐵𝐷

2 sin 30∘
=

√
𝑎2 + 4𝑏2

2
.

№ 3 *

Пусть 𝐴𝐵 = 21, 𝐶𝐷 = 9, 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶. Проекция боковой стороны на большее основание равна

(21 − 9)/2 = 6, поэтому 𝐴𝐷 =
√
62 + 82 = 10 и sin∠𝐷𝐴𝐵 = 8/10 = 4/5. Проекция диагонали 𝐵𝐷

равна (21 + 9)/2 = 15, так что 𝐵𝐷 =
√
152 + 82 = 17. Следовательно,

𝑅 =
𝐵𝐷

2 sin∠𝐷𝐴𝐵
=

85

8
.

№ 4 *

Пусть 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶, а 𝐷 — точка пересечения прямой с основанием 𝐵𝐶. Углы 𝐴𝐷𝐵 и 𝐴𝐷𝐶 смежные,

значит их синусы равны. По расширенной теореме синусов:

𝑅𝐴𝐵𝐷 =
𝐴𝐵

2 sin∠𝐴𝐷𝐵
, 𝑅𝐴𝐶𝐷 =

𝐴𝐶

2 sin∠𝐴𝐷𝐶
.

Числители и знаменатели равны, поэтому 𝑅𝐴𝐵𝐷 = 𝑅𝐴𝐶𝐷 .

№ 5 *

Пусть 𝐴𝐷 — биссектриса, 𝐷 ∈ 𝐵𝐶. По теореме синусов в треугольниках 𝐴𝐵𝐷 и 𝐴𝐶𝐷:

𝐵𝐷 =
𝐴𝐵 sin∠𝐵𝐴𝐷

sin∠𝐴𝐷𝐵
, 𝐷𝐶 =

𝐴𝐶 sin∠𝐶𝐴𝐷

sin∠𝐴𝐷𝐶
.

Углы 𝐵𝐴𝐷 и 𝐶𝐴𝐷 равны, а углы 𝐴𝐷𝐵 и 𝐴𝐷𝐶 смежные. Делением равенств получаем

𝐵𝐷/𝐷𝐶 = 𝐴𝐵/𝐴𝐶 .

№ 8 *

Общая сторона двух треугольников 𝐴𝐶 = 2𝑅𝐴𝐵𝐶 sin∠𝐴𝐵𝐶. По теореме синусов в 𝐴𝐶𝐷:

𝑅𝐴𝐶𝐷 = 𝑅𝐴𝐵𝐶
sin∠𝐴𝐵𝐶

sin∠𝐴𝐷𝐶
= 4

sin 60∘

sin 45∘
= 2

√
6 см .
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№ 9 *

Аналогично, выражаем общую сторону 𝐴𝐶 через радиусы двух описанных окружностей:

𝑅𝐴𝐶𝐷 = 𝑅𝐴𝐵𝐶
sin∠𝐴𝐵𝐶

sin∠𝐴𝐷𝐶
= 3

sin 45∘

sin 30∘
= 3

√
2 см .

№ 10 *

Обозначим ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝐵. Поскольку 𝑂 — точка пересечения биссектрис, ∠𝐴𝑂𝐶 = 180∘ − (∠𝐴 +
∠𝐶)/2 = 90∘ +𝐵/2. При этом 𝐴𝐶 = 2𝑅𝐴𝐵𝐶 sin𝐵. Поэтому

𝑅𝐴𝑂𝐶 =
𝐴𝐶

2 sin∠𝐴𝑂𝐶
= 𝑅𝐴𝐵𝐶

sin𝐵

cos(𝐵/2)
= 2𝑅𝐴𝐵𝐶 sin(𝐵/2). 𝑅𝐴𝑂𝐶 = 6 см .

№ 11 *

Как и в № 10, ∠𝐴𝑂𝐶 = 90∘ +𝐵/2 и 𝑅𝐴𝑂𝐶 = 2𝑅𝐴𝐵𝐶 sin(𝐵/2). Подставляем 𝐵 = 90∘, 𝑅𝐴𝐵𝐶 = 8:

𝑅𝐴𝑂𝐶 = 16 sin 45∘ = 8
√
2 см .

№ 12 **

На рисунке 𝛽 = ∠𝐴𝐵𝐷, 𝛾 = ∠𝐵𝐴𝐶, ∠𝐵𝐶𝐷 = 90∘. В треугольнике 𝐴𝐵𝐷 внешний угол 𝐵𝐷𝐶 равен

𝛽 + 𝛾. Поэтому 𝐵𝐶 = 𝑎 tan(𝛽 + 𝛾), 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 cot 𝛾. Следовательно,

𝐴𝐷 = 𝐴𝐶 − 𝐶𝐷 = 𝑎
(︀
tan(𝛽 + 𝛾) cot 𝛾 − 1

)︀
=

𝑎 sin𝛽

sin 𝛾 cos(𝛽 + 𝛾)
.

№ 13 **

Пусть 𝐴𝐶 = ℎ. Из прямоугольных треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐶𝐷 получаем 𝐶𝐵 = ℎ cot𝛼, 𝐶𝐷 =
ℎ cot𝛽. Так как 𝐵𝐷 = 𝐶𝐷 − 𝐶𝐵 = 𝑚,

𝑚 = ℎ(cot𝛽 − cot𝛼), 𝐴𝐶 = ℎ =
𝑚 sin𝛼 sin𝛽

sin(𝛼− 𝛽)
.

№ 14 **

В 𝐴𝐵𝐶 имеем ∠𝐵 = 180∘ − 𝛼 − 𝛾. По теореме синусов 𝐴𝐶 = 𝑐 sin(𝛼 + 𝛾)/ sin 𝛾. Применяя ту же

теорему к 𝐴𝐶𝑀 , находим

𝐶𝑀 =
𝐴𝐶 sin𝛼

sin𝜙
=

𝑐 sin𝛼 sin(𝛼+ 𝛾)

sin 𝛾 sin𝜙
.

№ 15 **

В 𝐴𝐵𝐶 имеем ∠𝐶 = 180∘ − 𝛼− 𝛽, поэтому 𝐴𝐵 = 𝑏 sin(𝛼+ 𝛽)/ sin𝛽. В треугольнике 𝐴𝐵𝑀 :

𝐵𝑀 =
𝐴𝐵 sin𝛼

sin𝜙
=

𝑏 sin𝛼 sin(𝛼+ 𝛽)

sin𝛽 sin𝜙
.

№ 16 **

В 𝐴𝐵𝐷 угол 𝐴𝐵𝐷 равен 𝛽, поэтому 𝐴𝐵 = 𝑚 sin𝜙/ sin𝛽. В 𝐴𝐵𝐶 угол 𝐶 равен 180∘ − 𝛼 − 𝛽.
Следовательно,

𝐵𝐶 =
𝐴𝐵 sin𝛼

sin(𝛼+ 𝛽)
=

𝑚 sin𝛼 sin𝜙

sin𝛽 sin(𝛼+ 𝛽)
.
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№ 17 **

По теореме синусов в 𝐴𝐷𝐶: 𝐴𝐶 = 𝑛 sin𝜙/ sin 𝛾. В 𝐴𝐵𝐶 угол 𝐵 равен 180∘ − 𝛼− 𝛾, откуда

𝐵𝐶 =
𝐴𝐶 sin𝛼

sin(𝛼+ 𝛾)
=

𝑛 sin𝛼 sin𝜙

sin 𝛾 sin(𝛼+ 𝛾)
.

№ 18 **

Из𝐷𝑀 ‖ 𝐵𝐶 следует подобие 𝐴𝐷𝑀 и 𝐴𝐵𝐶, поэтому 𝐴𝑀/𝑀𝐶 = 𝐴𝐷/𝐷𝐵. По свойству биссектрисы
𝐶𝐷 отношение 𝐴𝐷/𝐷𝐵 = 𝐴𝐶/𝐵𝐶. По теореме синусов 𝐴𝐶/𝐵𝐶 = sin𝛽/ sin𝛼. Следовательно,

𝑎

𝐶𝑀
=

sin𝛽

sin𝛼
, 𝐶𝑀 =

𝑎 sin𝛼

sin𝛽
.

№ 19 **

Подобие 𝐴𝐷𝑀 и 𝐴𝐶𝐵 даёт 𝐴𝑀/𝑀𝐵 = 𝐴𝐷/𝐷𝐶. По свойству биссектрисы 𝐵𝐷 имеем 𝐴𝐷/𝐷𝐶 =
𝐴𝐵/𝐵𝐶. По теореме синусов 𝐴𝐵/𝐵𝐶 = sin(𝛼+ 𝛽)/ sin𝛼. Значит,

𝑎

𝐵𝑀
=

sin(𝛼+ 𝛽)

sin𝛼
, 𝐵𝑀 =

𝑎 sin𝛼

sin(𝛼+ 𝛽)
.

№ 20 **

Пусть стороны 𝑎, 𝑏, 𝑐 лежат против углов 𝛼, 𝛽, 𝛾. По теореме синусов (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑘(sin𝛼, sin𝛽, sin 𝛾).
Из условия 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 𝑃 получаем 𝑘 = 𝑃/(sin𝛼+ sin𝛽 + sin 𝛾). Поэтому

(𝑎, 𝑏, 𝑐) =
𝑃 (sin𝛼, sin𝛽, sin 𝛾)

sin𝛼+ sin𝛽 + sin 𝛾
.

№ 21 **

Обозначим стороны, лежащие против данных углов, через 𝑎, 𝑏, 𝑐. По теореме синусов (𝑎, 𝑏, 𝑐) =
𝑘(sin𝛼, sin𝛽, sin 𝛾). Из 𝑎+ 𝑏 = 𝑚 следует 𝑘 = 𝑚/(sin𝛼+ sin𝛽). Таким образом,

(𝑎, 𝑏, 𝑐) =
𝑚(sin𝛼, sin𝛽, sin 𝛾)

sin𝛼+ sin𝛽
.

№ 22 **

Обозначим большее основание через 𝐵, меньшее — 𝑏. Угол 𝛽 понимаем как внутренний угол тра-

пеции при меньшем основании. Высота ℎ = 𝑎 sin𝛽. Разность оснований равна сумме направленных

горизонтальных проекций боковых сторон: 𝐵 − 𝑏 = ℎ cot𝛼− 𝑎 cos𝛽. Тогда средняя линия

𝐵 + 𝑏

2
= 𝑏+

𝑎

2
(sin𝛽 cot𝛼− cos𝛽) = 𝑏+

𝑎 sin(𝛽 − 𝛼)

2 sin𝛼
.

№ 23 **

Пусть меньшее основание равно 𝑑. Высота трапеции ℎ = 𝑎 sin𝛽. Так как оба угла при большем

основании острые, 𝑏− 𝑑 = ℎ cot𝛼+ 𝑎 cos𝛽. Поэтому средняя линия

𝑏+ 𝑑

2
= 𝑏− 𝑎

2
(sin𝛽 cot𝛼+ cos𝛽) = 𝑏− 𝑎 sin(𝛼+ 𝛽)

2 sin𝛼
.
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№ 24 **

Пусть 𝐵𝐷 — биссектриса, 𝐷 ∈ 𝐴𝐶. В треугольнике 𝐵𝐶𝐷 имеем ∠𝐶𝐵𝐷 = 𝛽/2, ∠𝐵𝐶𝐷 = 𝛾,
∠𝐵𝐷𝐶 = 180∘ − 𝛾 − 𝛽/2. По теореме синусов:

𝐵𝐷 =
𝐵𝐶 sin 𝛾

sin∠𝐵𝐷𝐶
=

𝑎 sin 𝛾

sin(𝛾 + 𝛽/2)
.

№ 25 ***

Пусть 𝐵𝐶 = 𝑎, ∠𝐵 = 𝛽, ∠𝐶 = 𝛾, 𝐴𝐷 — искомая биссектриса. Тогда 𝐴 = 180∘ − 𝛽 − 𝛾 и 𝐴𝐵 =
𝑎 sin 𝛾/ sin(𝛽 + 𝛾). В 𝐴𝐵𝐷 угол 𝐴𝐷𝐵 равен 180∘ − 𝛽 − 𝐴/2, а значит, sin∠𝐴𝐷𝐵 = sin(𝛽 + 𝐴/2) =
cos((𝛽 − 𝛾)/2). По теореме синусов:

𝐴𝐷 =
𝐴𝐵 sin𝛽

sin∠𝐴𝐷𝐵
=

𝑎 sin𝛽 sin 𝛾

sin(𝛽 + 𝛾) cos
𝛽 − 𝛾

2

.

№ 26 ***

Пусть 𝐴𝑀 — медиана. Точка пересечения медиан делит её в отношении 𝐴𝐺 : 𝐺𝑀 = 2 : 1, поэтому
𝐴𝑀 = 3𝑚/2. Обозначим 𝐴𝐵 = 𝑥, 𝐴𝐶 = 𝑦. Так как 𝑀 — середина 𝐵𝐶, проекции сторон на прямую
𝐴𝑀 и перпендикуляр к ней дают

𝑥 sin𝛼 = 𝑦 sin𝛽, 𝑥 cos𝛼+ 𝑦 cos𝛽 = 2𝐴𝑀 = 3𝑚.

Умножаем второе равенство на sin𝛽 и используем первое: 𝑥 sin(𝛼 + 𝛽) = 3𝑚 sin𝛽. Аналогично
находим 𝑦:

𝐴𝐵 =
3𝑚 sin𝛽

sin(𝛼+ 𝛽)
, 𝐴𝐶 =

3𝑚 sin𝛼

sin(𝛼+ 𝛽)
.

№ 27 ***

Обозначим 𝐴𝐵 = 𝑥, 𝐴𝐶 = 𝑦. Поскольку 𝑀 — середина 𝐵𝐶, перпендикулярные прямой 𝐴𝑀 проек-

ции сторон равны по модулю, а сумма их проекций на эту прямую равна 2𝐴𝑀 = 2𝑚:

𝑥 sin𝛼 = 𝑦 sin𝛽, 𝑥 cos𝛼+ 𝑦 cos𝛽 = 2𝑚.

Умножаем второе равенство на sin𝛽 и подставляем первое. Получаем 𝑥 sin(𝛼 + 𝛽) = 2𝑚 sin𝛽; ана-
логично для 𝑦:

𝐴𝐵 =
2𝑚 sin𝛽

sin(𝛼+ 𝛽)
, 𝐴𝐶 =

2𝑚 sin𝛼

sin(𝛼+ 𝛽)
.

4


