
Спецмат. 9 класс А. С. Штерн, Сириус-курс

Неравенства между средними
«Алгебра, 9 класс»

Упражнения

1. Для действительных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 обозначим через 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 их средние квадратичное,

арифметическое, геометрическое и гармоническое соответственно. В лекции доказыва-

лись неравенства для положительных значений переменных. Однако некоторые неравен-

ства верны и в произвольном случае. Выберите все верные неравенства.

□ 𝐴 ⩾ 𝐵 для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R;
□ 𝐴 ⩾ 𝐶 для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R;
□ 𝐵 ⩾ 𝐶 для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R;
□ 𝐵 ⩾ 𝐶 для положительных 𝑥 и 𝑦 и для 𝑧 ∈ R;
□ 𝐵 ⩾ 𝐷 для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R таких, что определено среднее гармоническое;

□ 𝐶 ⩾ 𝐷 для 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R таких, что определено среднее гармоническое.

2. Произведение положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 равно 1. Пусть 𝑥 — некоторое фиксирован-

ное действительное число такое, что наименьшее значение выражения
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равно 8. Найдите 𝑥.

3. Найдите положительные 𝑥 и 𝑦 такие, что 16𝑥4 + 𝑦4 + 32 = 32𝑥𝑦.

4. Найдите 𝑥 и 𝑦 такие, что
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5. Найдите наименьшее возможное значение выражения
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6. При каком 𝑥 ∈ [0, 1] функция 𝑥(1− 𝑥)3 принимает наибольшее значение?

7. Положительные 𝑥, 𝑦, 𝑧 таковы, что 2𝑥 + 3𝑦 + 4𝑧 = 𝑥𝑦𝑧. Найдите минимальное значение
выражения 3𝑥𝑦 + 6𝑦𝑧 + 4𝑥𝑧.



Задачи

1. Докажите, что для любых положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 выполнено неравенство

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑑
+

𝑑

𝑎
⩾ 4.

2. Докажите, что для любых положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено неравенство
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3. Сумма положительных чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 равна 1. Найдите наибольшее возможное значение
выражения
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4. Найдите минимальное значение выражения 𝑥+
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при 𝑥 > 0.

5. Докажите, что для положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено неравенство
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6. Докажите, что для положительных 𝑎, 𝑏, 𝑐 и натурального 𝑛 выполнено неравенство(︂
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7. Для положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 докажите неравенство√︂
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8. Сумма квадратов чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 равна 4. Докажите, что (2 + 𝑎)(2 + 𝑏) ⩾ 𝑐𝑑.

9. Произведение положительных чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 равно 1. Докажите, что
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10. Даны 6 чисел: 1 ⩽ 𝑥1 ⩽ 𝑥2 ⩽ 𝑥3 ⩽ 𝑥4 ⩽ 𝑥5 ⩽ 𝑥6 ⩽ 1000. Найдите минимальное значение
выражения
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